
 سايه: سلام خانم. لطفاً با تمرين 3 کار را شروع کنيم. گويا اين تمرين از 
محدودة درسی ما بيرون است! برادرم دانشجوست و راه حلی برای آن نوشت 

که مربوط به احتمال شرطی است. من تقريباً فهميدم راه حل چه بود.
 اعظم: من هم نتوانســتم اين مسئله را حل کنم، ولی وقتی راه حل های 
پيشرفته و پاسخ نهايی آن ها را ديدم، چيزی به ذهنم رسيد که اصلًا شبيه 

استدلال نيست، ولی به نظر درست می آيد.
 من: خب بهتر است شــروع کنيم. يک نفر خود مسئله را بازگو کند تا 

گفت وگوهای بعدی روشن تر پيش بروند.

تمرين۳. در کيسه ای 5 مهرة قرمز و ۷ مهرة آبی هست. يک مهره 
از کيسه بيرون می کشــيم و بدون آنکه رنگش را ببينيم، آن را 
در کشوی ميز می گذاريم. سپس مهرة ديگری را از کيسه بيرون 

می آوريم. احتمال اينکه مهرة دوم قرمز باشد، چقدر است؟

 زهرا: اگر می دانستيم مهرة اول چه رنگی بوده است، کار خيلی ساده پيش 
می رفت. همه دراين باره نظری يکسان داريم. اگر مهرة اول قرمز باشد، الان بايد 
در کيسه 4 مهرة قرمز و 7 مهرة آبی مانده باشد. پس احتمال قرمزبودن مهرة 
4 است. اما اگر مهرة اول آبی باشد، الان بايد در کيسه 5 مهرة قرمز و 6 

11
دوم 

5 است. 
11

مهرة آبی مانده باشد و در اين صورت احتمال قرمزبودن مهرة دوم 
اما همه می دانيم که مســئله هيچ يک از اين دو حالت نيست. در واقع ما از 

رنگ مهرة اول خبر نداريم.

توضيحات زهرا: 
اگر مهرة اول قرمز باشد، آن گاه احتمال قرمزبودن مهرة دوم  است.
اگر مهرة اول آبی باشد، آن گاه احتمال قرمزبودن مهرة دوم  است.

 سايه: برادرم به کمک همين دو مطلب راه حلش را توضيح داد. 
5 است و احتمال 

12
او گفت احتمال اينکه حالت اول پيش بيايد، 

7 است. او گفت احتمال قرمزبودن 
12

اينکه حالت دوم پيش بيايد، 
5× است و احتمال  4

12 11
مهرة دوم به شــرط قرمز بودن مهرة اول 

7× است.  5
12 11

قرمزبودن مهرة دوم به شرط آبی بودن مهرة اول، 
در نهايت هم گفت که احتمال قرمزبودن مهرة دوم، مجموع اين 

دو عدد است؛ يعنی:
× + × ×× + × = = =

× ×
5 4 7 5 5 4 5 7 5 11 5
12 11 12 11 12 11 12 11 12

توضيحات برادر سايه
احتمال قرمزبودن مهرة دوم به شرط قرمزبودن مهرة اول،  است.
احتمال قرمزبودن مهرة دوم به شرط آبی بودن مهرة اول،  است.

احتمال قرمز بودن مهرة دوم می شود:

 من: خب، برادر سايه از يکی دو تا قضيه کمک گرفته و عددها 
را در هــم ضرب و گاهی جمع کرده و بالاخره به نتيجه رســيده 
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است، اما ما هيچ يک از آن قضيه ها را بلد نيستيم. پس راه او برای 
ما پذيرفته نيست.

 اعظم: من هم نفهميدم که چرا بايد آن عددها را آن جور در هم 
ضرب و ســپس با هم جمع کرد! ولی يک چيز برايم جالب بود که 
است! انگار از  5

12
آن هم نتيجة نهايی محاسبه هاست. ببينيد، نتيجه 

همان اول می خواهيم از کيسه يک مهره بيرون بکشيم و احتمال 
قرمزبودن آن را حساب کنيم! به نظر من بی ربط نيست. اگر رنگ 
5 می شد، ولی رنگ مهرة 

11
4 يا 

11
مهرة اول را می دانستيم، احتمال 

اول را نمی دانيم و مطمئناً هيچ يک از اين دو عدد درست نيستند و 
5 به نظر درست می رسد.

 مريم: اعظم به خوبی آن دو عدد را رد می کند، ولی برای درستی 12
5 استدلالی نمی آورد.

12
 اعظم: ببين مريم، فکر کن که کيســه ای با 5 مهرة قرمز و 7 
مهرة آبی داری و يک مهره از آن بيرون می آوری. روشــن اســت 
5 اســت. حالا فکــر کن که وقتی 

12 کــه احتمال قرمزبودن آن 
می خواســتی مهره را بيرون بياوری، اول يکی از مهره های درون 
کيســه را در گوشه ای از کيســه جدا نگه می داشتی و سپس از 
بقية مهره ها يکی بيرون می کشيدی. معلوم است که هنوز احتمال 

5 است.
12 قرمزبودن مهرة بيرون آمده 

 مريم )و عده ای ديگر(: اين چه حرفی اســت؟! حالا که دو تا 
عدد يکی هســتند، نبايد چنين حرفی بزنــی. در اين حالتی که 
گفتی فضای نمونه و پيشامدهای ممکن تغييری نمی کنند، ولی 
در تمريــن3 چنين وضعی نداريم! در تمرين 3، مهرة اول واقعاً از 
انتخاب ها کنار گذاشته شده است. آن مهره در کشو است و ديگر 
امکان بيرون آمدن از کيســه را نــدارد، ولی اينجا آن مهره ای که 
در کيسه گوشه نشينش کردی، هنوز می توانست از کيسه بيرون 

بيايد. اين دو حالت فرق دارند!
 ليلا: خب وقتی اعظم آن مهره را به گوشه ای می راند و تصميم 
می گيرد آن را از کيســه بيرون نياورد، هنوز فکر می کنيد امکان 

بيرون آمدن آن از کيسه هست؟
 زهرا: مثل اينکه اين مســئله اعظم و ليلا را از ما گرفته است! 

آخر اين چه جور استدلالی است؟ 
 ليلا: خب جور ديگری تصور کنيد. فکر کنيد اين کيســه با 
همين تعداد مهره ها را در اتاق تاريکی داشــته باشيد. مهره ها را 
بيرون بکشــيد و دو تا را روی يخچال بگذاريد، دو تا کف اتاق رها 
کنيد، ســه تا را داخل کشوی ميز بگذاريد، چهار تا را لب پنجره 
بگذاريــد و آخری را هم مثلًا روی طاقچه بگذاريد. حالا اگر موقع 
راه رفتن پايتان روی يک مهرة کف اتاق برود، احتمال قرمزبودن 

5 فرق می کند؟ چه فرقی؟
12 آن چقدر است؟ با 

 الهام: می دانم می خواهی بگويی تنها فرق اين است که کيسه 
بزرگ تر شــده است و اتاق مثل خود کيسه است. من هم چنين 
حسی دارم، ولی اين اســتدلال نيست. نمی دانم چه جوری بايد 
درست يا نادرست بودن حس خودم را بررسی کنم. راستی خانم 

چرا شما چيزی نمی گوييد؟
 من: برای اينکه خوب داريد پيش می رويد. انحرافی نداريد.

 زهرا: آخر اين حرف ها و حس های بی دليل انحراف نيست؟
 اعظم: پيش از کلاس و حتــی اول بحث من خودم خيلی از 
گفته هايم مطمئن نبودم، ولی الان بــا دفاع ليلا و مهم تر از آن، 

اعتراض الهام، منظم تر و روشن تر فکر می کنم. اميدوارم بتوانم استدلالم را 
روشن بيان کنم. ولی پيش از بيان استدلال اصلی يک مورد ديگر را هم از 

من بشنويد.
فرض کنيد پس از مهرة اول مهرة دوم را هم بی آنکه ببينيم بيرون بکشيم 
و در کشــو بگذاريم. مهرة سوم را هم همين جور و ادامه بدهيم و تک تک 
مهره ها را بيرون بکشيم و بدون نگاه کردن در کشو جای بدهيم تا تنها يک 
مهره در کيسه بماند. خب حالا اين مهرة آخری را بيرون می آوريم. احتمال 

قرمز بودن آن چقدر است؟
حتی زهرا هم ســاکت شده بود و فکر می کرد. اين مثال ها نظر بعضی ها را 

برگردانده بود. اما نفيسه همان نظر را تکرار کرد.
 نفيسه: نمی دانم احتمال قرمزبودن مهرة آخر چقدر است. يک مهره را 
بدون نگاه کردن در کشــو گذاشته بوديم و آن همه اختلاف نظر و علامت 
سؤال داشــتيم. حالا که اين همه مهره بيرون کشيده ايم و بدون دانستن 
رنگ آن ها، در کشو جايشان داده ايم، چطور انتظار داريد که مسئله روشن تر 

شده باشد؟
 من: از آخرين حرف های اعظم و ليلا به نظر می رسد که آن ها استدلالی 
کاملًا رياضی، روشن و ساده نيز دارند که برای مرحلة آخر نگه داشته اند. من 
هم مثل شما قبول دارم آنچه تاکنون گفته اند استدلال نبوده است و تنها 

ممکن است راهنمايی هايی برای استدلالشان باشد.
 ســالومه: خانم، يعنی به نظر شما حرف درســتی می زنند و بايد به 

راهنمايی هايشان توجه کنيم؟
 من: بله. بالاخره وقتش رسيده است که استدلال خود را دقيق تر بگويند.

 اعظم: نخستين جلســه ای که خانم احتمال را ياد دادند، به ياد بياوريد. 
خانم دو تکّه گچ، يکی سفيد و يکی رنگی را برداشتند و يکی را در دستشان 
نگه داشتند و از ما خواستند احتمال سفيد بودن آن را محاسبه کنيم. اما به 
عمد جوری دستشان را نگه داشتند که دو نفر با چشم خود سفيدبودن گچ 
را ديدند. معلوم شــد که آن دو نفر بايد احتمال سفيدبودن گچ را صددرصد 
بدانند و ديگرانی که گچ را نديده بوديم، بايد همين احتمال را پنجاه درصد 
می دانستيم. گفته شد که دانسته های ما در محاسبه های احتمال مهم هستند. 
حالا نگاه کنيد. موضوع کيسه کمی گمراهمان کرده است. در رياضيات تا به 
حال کيسه را تعريف نکرده ايم. اهميتی هم ندارد. مهم اين است که مهره ها را 
می پوشاند تا رنگ آن ها را نبينيم. مهم دانستن يا ندانستن رنگ مهره است، نه 
جنس و ابعاد کيسه! وقتی مهره ها را کف اتاق تاريک، روی طاقچه و ... پخش 
می کنيم، اتفاق جديدی نيفتاده است. چيزی از رنگ مهره ها به دانش ما اضافه 
نشده است. پس مسئله تغييری نکرده است. يا مثلًا وقتی مهره ها را يک يک 
بيرون می کشيم و بدون نگاه کردن به رنگشان در کشو می گذاريم تا تنها يک 

مهره در کيسه باقی می ماند، گويی مهره ها را از کيسه بيرون نکشيده ايم. 
اينکه خيلی ها اينجا احساس کردند که احتمال قرمزبودن مهرة آخر همان 
5 اســت، به همين دليل اســت. خلاصه اينکه وقتی يک مهره را بدون 

12
ديدنش در کشو جای داده ايم، واقعاً به اين معنا نيست که اين مهره از کيسه 
خارج شده است. خارج شدن از کيســه اگر بخواهد تأثيری در محاسبه ها 
داشته باشد، بايد به معنای ديده شدن رنگش باشد. اگر رنگش ديده نشده، 
هنوز می توانيم فکر کنيم که درون کيســه مانده و واقعاً 5 مهرة قرمز و 7 
مهرة آبی درون کيسه است. بنابراين احتمال قرمزبودن مهره ای که از کيسه 

5 است.
12 بيرون می آيد برابر 

 من: حرفی ندارم. دفاعی کاملًا فنی، دقيق و مبتنی بر تعريف ها و مطالب 
رياضی انجام شــد. خوب به حرف های اعظم فکر کنيد. لازم نيست چيزی 

به آن اضافه شود.
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